
에너지 원리에 기초한 해석 9
개요

이 장에서는 소성퍼텐셜의 개념을 설명하고 퍼텐셜을 이용하여 재료의 구성방정식이 도출되는 과정을 설명한다. 또한 변형에

너지 개념, 최대 소성 일의 원리와 가상 일의 원리를 설명한다. 소성항복 발생 이후에 재료의 가공경화를 나타내기 위한 방법으

로 항복곡면의 등방 팽창을 가정한 등방경화이론과 초기의 항복곡면의 크기는 변하지 않고 항복곡면이 응력 공간 상에서

이동한다고 가정한 이동경화이론들의 특징에 대해서 설명한다. 또한 소성변형 문제에 대한 근사해석 방법으로 널리 알려진 

상계해법과 하계해법의 개념을 설명하고 실제 소성가공 문제에 이들을 어떻게 적용하는지를 다양한 예를 통하여 설명한다. 

한편 소성변형의 진전과 더불어 재료의 내부에서 발생, 성장하는 재료의 내부 손상을 보이드(void)로 간주하여 재료 내부에

미량의 보이드를 포함한 재료에 대한 가송(Gurson)의 항복조건과 구성식 그리고 소성변형에 따른 내부 손상의 진전을 설명한

다. 또한 소성변형의 열적-기계적-조직적 연성문제를 설명한다. 

학습목표

1. 소성퍼텐셜의 개념과 이를 이용하여 재료의 구성식을 설명할 수 있다.

2. 최대 소성 일의 원리와 항복곡면의 볼록성을 설명할 수 있다.

3. 프레거의 적합조건으로부터 구성식을 도출하는 방법을 설명할 수 있다.

4. 등방경화이론과 이동경화이론의 차이와 각각의 특징을 설명할 수 있다.

5. 상계해법을 이용하여 쐐기의 압축 붕괴 개시하중을 구하는 방법을 설명할 수 있다.

6. 보이드 재료에 대한 Gurson의 항복조건식과 내부 손상의 진전을 설명할 수 있다. 

7. 열과 상변태를 수반한 소성변형과 핫 프레스 성형을 설명할 수 있다.

주요용어

소성퍼텐셜 / 드러커의 경화가설 / 프레거의 적합조건 / 등방경화 / 이동경화 / 비선형 경화 / 복합경화 / 상계해법 / 하계해법

/ 보이드 재료 / 가송의 항복조건식 / 변형률 공간

9.1 소성퍼텐셜에 의한 구성방정식

9.1.1 소성퍼텐셜

제3장에서 논한 바와 같이 탄성 재료에 외력이 작용하면 변형이 생기고 이 외력에 의해서 행해진 일은 

단위 체적당 작용하는 탄성변형에너지 로서 재료 내에 축척된다. 식 (3-105)로 주어진 탄성변형에너

지 를 변형률 로 편미분하면

 


 여기서  




 (9-1)
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또한 역으로 응력 로 편미분하면

 


 여기서  




 (9-2)

관계가 성립한다. 이와 같이 스칼라 양인 탄성변형에너지 를 변형률  혹은 응력 로 편미분하면 

각각 응력  혹은 변형률 에 대응한 벡터 성분이 구해지기 때문에 탄성변형에너지 는 탄성퍼텐셜

(elastic potential)인 것을 알 수 있다. 

수학적으로는 함수 ⋅⋅⋅를 각각 변수의 성분 로 편미분한 값이 벡터 의 변수에 대응

한 성분 를 나타낼 때 함수 를 퍼텐셜이라 한다. 즉, 

 ⋅  ∇ 







 (9-3)

  










    ⋅   

    

(9-4)

한편 물체가 소성변형을 하고 있을 때 변형에너지의 대부분은 열 등으로 되어 방출되어 물체 내에는 

거의 축척되지 않는다. 소성변형 중인 재료의 단위 체적당 방출되는 변형에너지 증분 는 다음 식으

로 주어진다.

  
  ′ (9-5)

재료가 미제스의 항복조건에 따를 때 식 (5-37)의 상당 응력 와 식 (5-57)의 상당 소성변형률 증분 



의 정의를 이용하면 는

   

 (9-6)

가 되고, 이 를 응력 로 편미분하면 다음과 같이 된다.






 


  (9-7)

따라서 앞의 정의에 따라 상당 응력 도 퍼텐셜인 것을 알 수 있다.

이 와 같이 소성변형률 증분과 관련이 있는 퍼텐셜을 소성퍼텐셜(plastic potential)이라 하고 일반

적으로 응력의 스칼라 함수   로 나타낸다. 이 소성퍼텐셜의 개념을 일반 항복조건에 확장해보

자. 소성퍼텐셜 가 미제스의 항복함수 에 상응하는 경우에 항복곡면은 응력 공간에서  

  로 표시되는 등퍼텐셜면(equi-potential surface)임을 알 수 있다.

또한 제5장에서 논한 바와 같이 가공경화 재료의 경우에 중립부하에서는 즉, 응력 증분이 동일한 

항복곡면 상에 머물러 있는 경우에는 소성변형률 증분은 생기지 않기 때문에 식 (9-7)에 대응하는 식으

로 다음과 같은 식을 생각할 수 있다.
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그림 9-1 소성변형률 증분의 수직성

≠인 경우는 
 




  인 경우는 
 













(9-8)

소성퍼텐셜 가 항복함수 와 다른 일반적인 경우에 대한 식 (9-8)의 첫 번째 식을 비연합유동법칙

(non-associated flow rule)이라 하고, 소성퍼텐셜 가 항복함수 와 같은 경우에 대한 식 (9-6)의 두 

번째 식을 연합유동법칙(associated flow rule)이라 한다.

  인 경우에 식 (9-8)은 소성변형률 증분 
가 에 비례하는 것을 나타내고, 그림 9-1에 

나타낸 것과 같이 ‘재료의 응력 가 항복곡면에 도달하였을 때 야기되는 소성변형률 증분벡터 

는 

그 응력점에서 항복곡면에 세운 외향법선벡터 의 방향에 평행’인 것을 의미한다. 식 (9-8)을 소성변형

률 증분벡터 

의 항복곡면 에 대한 수직성의 조건(normality condition)이라고 한다.

이와 같이 유동법칙에 기초하는 소성이론을 소성퍼텐셜 이론(plastic potential theory)이라고 한다. 

식 (4-17)의 미제스 항복함수 를 소성퍼텐셜로 간주하고

  


          

 


             

(9-9)

이 식을 식 (9-8)에 대입하면 다음 식이 얻어진다.
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
 


  

   

     ′


 


  

   

     ′

⋅⋅


 


    

 


   

 


 


   ⋅⋅










(9-10)

따라서




 ′ (9-11)

여기서 ′  ′ ⋅⋅는 식 (3-23)에서 정의한 편차응력이다.

식 (9-7)에서 
 를 

 
 와 같이 표시하는 것에 의해 소성퍼텐셜이론에서 유도된 변형률 증분 

텐서의 정의가 제5장에서 논한 프란틀·로이스의 식과 등가가 된다. 즉


  ′ (9-12)

  인 경우에 대한 식 (9-8)은 소성변형률 증분 
가 에 비례하는 것을 나타내고, 그림 

9-1에 나타낸 것과 같이 “재료의 응력 가 항복곡면에 도달하였을 때 야기되는 소성변형률 증분벡터 


는 그 응력점에서 항복곡면에 세운 외향 법선벡터 의 방향, 즉 편차응력의 방향 ′에 평행하다”는 

것을 의미한다. 식 (9-8)을 소성변형률 증분벡터 

의 항복곡면 에 대한 수직성의 조건이라고 

한다.

만일 미제스 항복조건에 대한 상당 응력 를 소성퍼텐셜 로 간주하면 식 (9-7)의 정의에 따라


    ′가 된다. 따라서 이 경우에는 는 식 (5-64)의 형태가 아니고 

  

로 정의되는 것에 주의하여야 한다.

식 (9-12)는 미제스 항복조건에 대한 다른 정의, 식 (4-13)의   ′ ′′를 이용하는 것에 

의해서 다음과 같이 유도할 수도 있다. 즉, 식 (9-8)의 정의에 의해


 


 

′
 ′

′


′


′

′′ 


   

 ′  




 ′ ∵ ′  

(9-13)

가 증명된다. 이 식의 유도에서 다음 관계를 사용하였다.

′

 


(9-14)
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